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INTRODUCCION 
En el estudio de la convergència de algunos 
algoritmos de minimización de funcionales sobre un espa-
cio de Hilbert (Cfr. (4)), se han usado, preferentemente 
en el caso de R^, determinados tipos de semisistemas di^  
nàmicos discretos, como puede verse en (8) y (7). 
En (3) se definen semisistemas adecuados pa^  
ra estudiar la convergència en norma de las sucesiones 
suministradas por ciertos algoritmos del tipo del gra --
diente para funcionales definidos en un espacio de Hil--
bert no necesariamente finito dimensional. 
Sin embargo, en este ultimo caso, y en mu--
chos problemas pràcticos, bajo condiciones menos restri£ 
tivas para los funcionales, ocurre que la mayoría de los 
algoritmos de minimización dan lugar a sucesiones déhil-
mente convergentes al punto critico. 
Se plantea pues la posibilidad de estudiar 
dichos algoritmos mediante semisistemas dinàmicos discr£ 
tos adecuados que de algun modo extiendan los resultados 
obtenidos en R'^  a la topologia dèbil del espacio consid£ 
rado. 
La principal dificultad que se presenta es 
la reformulación adecuada del llamado axioma de continui_ 
dad, que necesariamente debe expresarse referido a esta 
última topologia, asi como también el dotar de una con--
vergencia al conjunto de las partes no vacías débilmente 
compactas del espacio de Hilbert de partida. 
Todas las propiedades de la topologia dèbil 
de las que se ha hecho uso, se encuentran en (5). 
1.: EL ESPACIO CON LIMITE (Fjm ,a) 
1.1.: NOTACIONES 
Se supondrà dado en lo que sigue un espacio real 
de Hilbert H, separable, en el que se consideraran las topol£ 
gías dèbil y de la norma. Si {x } es una sucesi6n en H se era 
plearàn los símbolos x —^x y x ->• x para indicar que 
converge a xeH respectivamente en cada una de ellas. 
Denotaremos con F(H) el espacio de las partes 
no vacías débilmente compactas,de H. 
1.2.: DEFINICION 
Dados A,BeF(H) se llama semidesviación de A res-
pecto de B al número real 3(A,B) = sup{d(x,B)}. 
x A 
1.3.; TEOREMA 
Para cualesquiera A,B,CeF(H) se cumple: 
1.3.1. 3(A,B) = 0 A B 
1. 3.2. 6(A,B) <e A S (B ,e ) ={ xe H: d(x ,B)<e } 
1. 3.3.: En general, 3CA,B) ¥ 3(B,A). 
1. 3.4. : eCA,B) ^ 3(A,(:) + 3(C,B). 
La prueba se omlte, por ser simple consecuencia 
de la definición. 
1.4 : TEOREMA 
Sean AeF(H) y SpCA,r) = í BeFClI) i 3CB,AJ<r) . 
Si se define E » {S^(A,T) : AeFCH), r>o) se 
obtiene una base de una topologfa sobre F(iO, que satjsfacc 
el primer axioma de numerabi 1idad, y que es no i . . 
La comprobación es inmediata. 
A ?A indicarà en adelante que la sucesión 
{A^}CF(H) conserge en esta topologia al conjunto AeF(H). 
1.5. : nEFINICION 
Sea {A^} una sucesión en F(II), y sea AeF(II). Se 
dice que {A^ }^ o-converge a A, ( A 5 A ) , si para toda su 
cesión {Xjj} con x„eA^ (n=1,...) pucJe obtenerse una subsu 
cesión Xj, con Xj, ^xeA. 
p p 
Con esta convergència, es fàcil ver que F(H) no 
es un espacio con límite en el sentido de (6 ).20.I. 
1.6. : DP.FINICION 
Sea {A } una sucesión en PÍIO» Y sea AeF(ll). Se 
dice que ^^-.^ o-converge a A, fA 5 A) , si para cual-
quier subsucesión {A } de f^ r,^  ^^ tiene que A^ ->• A. 
k '^ 
1.7.: TF.ORF.MA 
F(II) con la convergència a , es un espacio con 
lími te. 
Prucba: 
Sea {A } una sucesión en F(II), y sea AeF(II). 
Fs sabido que F(II) es un espacio con límite pa-
ra la convergència a, si verifica: 
1) Si o-lim A =A y ki<k2 ... entonces 
0-1 nn Al, = A. 
n 
" " 2) Si nara cada n, A =\, entonces «^ -lim A =A. 
n n"*"" n 
í ) Si ÍA } no íV-converge a A, c o n t i e n e una 
subsuces ión t a l oue ninnuna de sus si i l isucesiones S'-converge 
a A. 
Para ver (1) supongamos que A > A mie t r a s 
que na ra alguna subsuces ión íAn^l 'ï® ^^n^ ^® t i ene que 
En t a l c a s o , a l menos una subsuces ión {Anp.ltle 
{An } v e r i f i c a que 
Però conio {A„ } es subsuces ión de {A } se ob-i i p j II 
tiene que ^ 
A„ —i/-> A 
en contra de lo supuesto. 
SI, para cada n, A^^-A, y (A^ ,,} es una subsu-
cesión arbitraria deíA^} entonces toraando (x }cH con 
Xr)CAn (p*!,...), por ser A débilmente compacto, puede su 
ponerse que x —^xcA. Luego A^ _2L^ A, y al ser arbitra — 
p P 2» 
n a la subsucesión {An„}. se tiene que Aj^ ~ii-> A, estable — 
ciéndose de este modo (2). 
Si l a s t i c e s i ó n {A } Jio o - c o n v e r g e h a c i a A, a_l^  
guna subsucesJÓJi suya v e r i r i c u que A,^  — V^—> A. Probaremos 
c|ue ningui ia s u b s u c e s i ó n de {A^ }ocojivergo a l compacto A. 
lin e f e c t o : Caso c o n t r a r i o , s i ] a s u c e s i ó n {A,, ) 
e x t r a i d a de A„ v e r i l i c a . s e uue A,, > A, en p a r t i e n 
"p "P j 
l a r t amb i e n s e t e n d i í a (]iie 
A —'1 ^ A 
y s i toinamos c u a l · i u i c r s u c e s i ó n {x }cH, con Xjj LA^J 
(p=1 , . . . ) iiiiiíi s u b s u c e s i ó n de 
í ^ n p j } 
c o n v e r g e d c b i l n i e n t e a un p u n t o de A. 
P e r ò , a l s e r e s a mi siiia , s u b s u c e s i ón de {x,^ } se 
o b t i e n e , en d e f i n i t i v a que 
A^ 2 ) A 
una contradicción. 
Se ha ilciiios t r ado pues ('s) y con e l l o e l t e o r e 
ma. • 
N ó t e s e que l a c o n v e r g è n c i a a v e r i f i c a en F(ll) 
l o s axiomas (2) y ( 3 ) , mas no e l ( 1 ) . No o b s t a n t e : 
1 . 8 . ; TI·ORÍ·MA 
Sean {Aj^lCPÍH), Aer(ll). A„ ° > A si y so-
lo si, para alguna subsucesión Ap M-
Prueba: 
Si para al^ 'una subsucesión ÍA^ } de {An} se 
tiene que A,^  —^—»- A, entonces dada cualquier sucesión 
{xn)CH, con x^eA^ (n»l,2,...), (x^ ) admite una subsuce --
sión débilmente convcrgente a un punto de A. Luego tainhién 
{Xj^ } admite una subsucesión débilmente convergente a un pun-
to de A, y, en consecuencia, A „ — ^ » A. 
n H 
1 . 9 . : TF-OREMA 
Sea ÍA } una suces ión en F ( n ) . 
Si A • • •> A, en tonces A + A. 
n ' n 
Prueba: 
dudo k>() se tiene que 3(A ,A)<k 
salvo, quizSs, para un número finí to de subíndices. Puede 
suponerse, por tauto, que 
Aj^CS[A,k] n=1,2,... 
Si {x^} es cualquier sucesión con x„eA„ para 
n ^ n n * 
n=l,2,... entonces íx^^KS [A,k] y como en H,AeF(H) »» SJA.k] e 
F(H),admite una subsucesión {Xu } con x^ ^xeS[A,kJ. 
Como e(A^ ,A) •*- 0, también a^ - d(Xj^ ,A) ->• 0. 
Però A€F(H) y entonces es fàcil ver que puede ha 
llarse una sucesión íy^ , )CA, tal que 
d(%.ynp^= d(Xnp,A) -a p. 
Al ser A débilmente compacto, puede suponerse 
que Ynp—i.yeA. 
Dado c>0, puede hallarse p(e)el tal que si 
p ^ p(e), d(Xnp,ynp) «a np <e» 
lo que implica que d(x,y)íe. 
Luego, necesariamente d(x,y)«0, es decir què 
xeA, completàndose de este niodo la demostración. 
1.10.: rOROLARIO 
Sea {A^} una sucesión en F(H). Sea AcF^H) 
Si A„ " 
Prueba: 
 =—>- A, entonces A > A. 
Si A —^-*- A, para cualquier subsucesión íAn_} 
n 8 " 
de (A^) se tiene que An —B—«-A, y en consecj^encia, • por 
el teoreroa anterior, A^, »- A. Luego Aj^  »• A. 
1.11. ! nBSHRVACION 
Si {e^} es una base ortonormal en M, entonces 
la sucesión {{e^}}cF(H) verifica que {e^} 5- {0} però,para 
i»1,... 0({ei>,{O}) - 1, es decir {e^}-l4-> íOJ-
1.12.: THORKMA 
Sea {A^ ji una sucesión en F(ll) 
o Si Aj^  -y A puede encontrarse una subsucesión 
í'^ npJ <^® í\>» t^ l 1^"^ * An C S[A,k] i)=1,2,... , p a al_ 
gún k>0. 
(0, en otros términos, {A^ }^ està contenida fr£ 
ciientemente S[A,kJ pura aJgún k>0). 
Prueba; 
Caso contrario {A } esta nitimamente no conte-
n 
nida en S[A,k] para todo k>0. 
Dado k=2 yni / s i n^ni 6(Aj^,A) ^ 2 
Dado k=2 an2>ni / s i n^n2 eíA^,A) ^ 2^ 
• » • 
Dado k-2 ' ' ünj>n ^^/ s i n^n 3 (A^ ^ ,A) ^ 2^ 
• • • 
Por t a n t o : 
Dado k=2 ani / s i n^nj ^x^eA^ d(xj^,A)*2 
Dado k-22 3n2>ni / si n^nz ax^eA^ d(x2,A)i22 
• • • 
Dado k«2^ ^ ",^"n-l'^ si n^n ^^n^\ d(xP,A)^2P 
te modo: 
Se construye ahora la sucesión iy^) del siguien 
YicA arbitrario, ... ,y ^i^\ -i arbitrario, 
yn2"^n2^^n2' '•• ' ^ na-T^ir^'^s-l' .. • 
» • • » 
Obviamente: 
d(y„j,A)i 2, ... ,d(y^^.^.A) Í2,d(y^^,A)k22 
Como y^ eAj^  n=1 y A^ 5 A por hipòtesis, 
puede obtenerse una subsucesión í/ni^ ï ^^ ^^n^ ^^^ ^ "® 
y ademés/para cada k, dCynjç.y)^ d(yniç»A). 
Por lo tanto, idCynjj»/)! està minorada por una 
suceflón numèrica no acotada, lo cual es absufdo pues si 
iynjçl ®s débilmente convergente al punto y, es sabido que 
existe una constant» M<*» tal que 
ííynic - yH < M (k-1,...). 
Al obtenerse una contradicción queda probado el 
teorema. • 
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2.: SEMISISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS DEBILES 
SOBRE H 
?.1.: DEFINICION 
Se denomina semisistema dinàmico discreto dèbil 
sin unicidad sobre H a la terna (H,I ,7,), donde 
TT: H X I " ^ F(H) 
verifica: 
2.1 .1 .:TT (x,0) = {x} VxeH. 
2.1.2.:Si X ^ X en H, entonces, para cada 
n ' * ^ 
entero no negativo k, tt (x ,k) —>Tt(x,k). 
2.1.3.:Tt(Tr(x,h),k) = ïï(x,h+k) VxeH, V h,kel*. 
2.2.: OBSERVACIONES 
En 2.1.3. se afirma implícitamente que es dé — 
bilmente compacto el conjunto 
Ti (Ti(x,h),k) = V • .^ ^ iy*'^)' 
yeii(x,h) 
Ello es consecuencia de los axiomas anteriores, 
en el siguiente sentido: 
Si McF(H), y ii(.,k):H > F(H) verifica los 
axiomas 2.1.1. y 2.1.2., entonces el conjunto 
it(M.k) - LJi^(y.k) 
yeM 
es débilmente compacto. 
En efecto: 
Sea íx }CTT (M,k) .Por definici6n puede obtenerse 
otra sucesión íy ) C M , tal que x eTt(y ,k) (n-I.Z,...). 
Como M es débilmente compacto, íy } admite una 
subsucesión ÍYnn^ ^^^ ^"^^ 
Ynp *" yeM, 
lo que,en virtud de 2.1.?.., implica que 
irCynp.k) ^ ) ir(y.k). 
Como x„eir(ynp»k) (p«l,2,...), la sucesiÓn 
te una subsucesión {x^ *> tal 
n^r.* ^ xeit(y,k) Cir(M,k). 
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Se ha probado, pues, que Tr(M,k) es débilmente 
secuencialmente compacto y, como consecuencia ((5).22.) es 
débilmente compacto. 
2.2.2.: 
La definición de semisistema dinàmico discreto 
sin unicidad sobre un espacio métrico X, dada en (8 ) y r£ 
cogida en ( 7), es como sigue: 
(X,I ,Tr) es un s.s.d.d. sobre X si 
T, :XxI* > F(X) 
verifica: 
+ 
1) 7r(x,0) = {x} VxeX. 
2) iT(7r(x,k) ,h)= Tr(x,k+h) VxeX Vh,kel 
3) Para cada kel , Xj^-> x =4 n (x k) * iT(x,k). 
Como consecuencia de 1.10 , es claro que todo 
semisistema dinàmico discreto sin unicidad sobre R , es un 
semisistema dinàmico discreto dèbil sin unicidad sobre R . 
Recíprocamente, supongamos que x •* x en R .Entonces, por 
2.1.2., para cada entero no negativo k, n(x ,k) —-—>Tr(x,k) 
Ve amos que también Tr(x ,k)—=—>n(x,k); 
Caso contrario existee>0 tal que, para una sub-
sucesión B(IT(XJ^ ,k), Ti(x,k)) ^ e.Puede encontrarse enton-
ces ynpC ir(xnp,k) p=1,2,... tal que d(ynp,iT(x ,k))^ e. 
Como Xn -• x, necesariamente nCxn ,k) > ii(x,k), en cu-
yo caso, para una subsucesión de t/nr,^  (que» por comodi--
dad supondremos es ella misma): 
Ynp > ye if(x,k) 
es decir, d(ynp,y)-^0, y por tanto, d(ynp, t(x,k))-^0, lo 
que es absurdo. 
Luego, sobre R , coinciden los conceptes de se-
misistema dinàmico discreto y semisistema dinàmico discreto 
dèbil. 
El axioma 2.1.2., puede expresarse de mode equi^ 
valente afirmando que: 
2.1.2.' : Si X —* x en H, entonces para cada 
entero no negativo, k, ir(Xj^ ,k) 2L_> 7r(x,k). 
^ En efecto, si x — ^ x y se tuviera que 
f(x »k) -2-/—> ir(x,k), para alguna subsucesión 
'(xnp.k) -S^ ií-> ir(x,k) 
però como x^ ^ x, en virtud de 2.1.2., 
^Cxnp,k) —2__> ir(x,k) 
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lo que es contradictorio. 
Por lo tanto, si se considera el espacio topo— 
lógico (H,0) coiho espacio con límite, al igual que (F(H) ,a) 
todavía puede redactarse de otro modo el axioma considerado 
semejante al introducido originalmente en {B): 
2.1.2": Para cada kel , la aplicación 
iT(.,k): H > F(H) 
es a-a-contínua en H. 
Naturalmente, la continuidad debe entenderse en 
el sentido de (6 ).20.III. 
2.2.4.: 
Si Ti(x,k) està constituido por un numero fini-
to de puntos, para todo kel , se dice que (H,I,TI ) es local_ 
mente finito en x. 
Si para cada xeH, existe yeH tal que Ti(x,l) = {y} 
(H,I ,Tr) se dice que tiene unicidad positiva. 
El siguiente teorema proporciona un método 
"Standard" para definir sobre H un semisistema dinàmico dis_ 
creto dèbil: 
2.3.: TEOREMA 
Sea ir(.,1): H > F(H) una aplicación tal 
que: 
2.3.1.: Si X ^ x en H, entonces 
IT(X^,1) "' ) iv(x,1), en F(H). 
Si se def ine n:HxI ) F(H) de modo que: 
it(x,0) = i x ) V xeH. 
iT(x,k+1) = C ' i t ( y . l ) 
yeTr(x,k) 
la terna (H,I ,IT) constituye un semisistema dinàmico dis — 
creto sobre H, que denominaremos inducido en H por la apli-
cación ir (. ,1) dada. 
Prueba: 
ir:HxI — > F(H) està bien definida como conse __ 
cuencia de 2.2.1.,y verifica 2.1.1., por construcción. 
Veamos que cumple también 2.1.3.: 
Se procederà por inducción sobre k. Para k·l se 
cumple por la misma definición de v.Supong&moslo v&lido pa^  
ra k-1. 
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Si ze7r(x,h+k), existe z, eir (x,h+k-1) tal que 
zeir(z^,1), y por hipòtesis de inducción, z. eir (ir (x,h) ,k-1) . 
Sea ycTr(x,h) tal que z^  ETT (y ,k-1). Entonces: 
ZETT (z^ , 1)c ir (TT (y ,k-1) ,1) y por tanto zeir(y,k), 
de donde 
ZETT (Tr(X,h) ,k) 
con lo que se demuestra que Tr(x,h+k) C TT (ir (x,k) ,k) . 
Sea ahora zeir (TT (x,h) ,k). Puede encontrarse 
yeiT(x,h) tal que 
zeTi(y,k)= TrCTT(y,k-1),1). 
Entonces si z.eTT(y,k-1) es tal que zeTr(z^,1), 
se tiene que: 
Z.eTr(y,k-l)Cir(Tr(x,h) ,k-1) = Tr(x,h+k-1) 
de donde 
ZeTr(z^  ,1) C ir(ir(x,h+k-1) ,1) = Tr(x,k+h), 
es decir que también ir (ir (x,h) ,k) C ir(x,h+k), completàndo-
se la prueba de 2.1.3. 
Por ultimo veamos, por inducción sobre k,que se 
verifica 2.1.2.: 
Para k=1 es evidente. 
Si x_—^ x en H, consideremos la sucesión {z„} 
n ' n 
con z en(Xjj,k), n»l ,2 
Como ïï(x ,k)= Tr(TT(x ,k-1),1), existe una suce— 
si6n {y } con y e TT(X ,k-1) Vn=1,2,. . . , tal que Z6Tf(y ,1), 
para cada n=1,2 
Por hipòtesis de inducción ir(x ,k-1) -2->Tr(x,k-1) 
y de aquí que íy } admite una subsucésión t/n^J ^*1 ^"6 
Xnp ^ yeit(x,k-1) 
però entonces 
ir(ynpJ) — ^ i r ( y , l ) 
lo que implica que ÍZn„ï admite una subsucésión ÍZnT,*^^*! 
que: 
2np* ^ 2eir(y,1). 
Como yeir(x,k-1), zeir (ir (x,lc-1) ,1) - ir(x,k) lo 
que demuestra que TT(Xj^ ,k) ° > ir(x,k), probfindose asi el 
teorema. 
• 
2.4.; EJEMPLOS 
Como consecuencia del teorema anterior, pue4«n 
darse definiendo únicamente una aplicación ir(. ,1):H ^F(H), 
2-«* 
sobreentendiéndose que se trata del semisistema dinàmico dis^  
creto dèbil que induce en H. 
2.4.1.: 
Sea MeF(H), fijo. Se define para todo x de H: 
ni(x,l) = M. 
Obviamente verifica 2.3.1., y por tanto (H,I KJ) 
es un semisistema dinàmico discreto dèbil sobre H. 
Sean F un conjunto finito no vacío y 
B= {v^: ieF}CH. 
Definimos 112 (x,1)» {(x/vj^ )v.: ieF} 
Si Xj^—^ x en H, sea {z^) tal que ^j^^'^ií^j^»'^) . 
n=1,... . Puede escribirse entonces que: 
V íV^i(n)^^i(n) 
y al ser F finito, para algun igeP existe una subsucesión 
{Znp} tal que 
np '· "p J-Q' IQ 
en cuyo caso es inmediato que 
Znp ^ (x/viQ)vÍQeii2(x,1). 
Luego it2(x ,1) 2L_^ ir2(x,1) y de aquí que 
(H,I ,^2 ) es un semisistema dinàmico discreto dèbil sobre 
H. 
Sean k>0 y aeR, f i j o s . 
Se define Tr3(x,1) = sXax,k] 
Si x^ ^ x en H, sea íz^^) t a l que Zj^ eirCx^ l^) 
n-1,2 En t a l caso 
z » «x + V con llVj^ ii ^ k, ( n - 1 , 2 , . . . ) . 
Al ser tv > acotada, puede ex t rae rse de e l l a 
una subsucesión 
Vnp ^ ves[0 ,k] 
luego 
z^ ^ «X + VE s[ox ,k] - W3(x,1) 
Por tanto, ^sCx , 1) —^—>Tfa(x,l), y, en conse— 
cuencia, (H,I ,«3) es un semisistema din&mico discreto débll 
sin unicidad sobre H. 
z-s 
3.: CONCLUSIONES 
Se ha desarrollado en este trabajo una defi^  
nición axiomàtica de semisistemas dinàmicos discretes s£ 
bre H, que abarca a una clase mas extensa que las usuales 
y que permite, reformulando adecuadamente los conceptes 
de naturalesza topol6gica,como conjuntos límitè,funciones 
de Liapunov etc, disponer de un instrumento adecuado pa-
ra el estudio de la convergència (dèbil) de ciertos algo-
ritmes de minimización de funcionales. 
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